Deellijnen in een parallellogram
© AJM Lecluse oktober 2007 

De vier hoekdeellijnen van een parallellogram ABCD sluiten een vierhoek ILJK in.

Zie figuur.
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Deze vierhoek ILJK is een rechthoek.

1. Bewijs dat één van de hoeken van ILJK recht is. 
De twee diagonalen van ILJK hebben twee mooie eigenschappen:

(i) Ze lopen evenwijdig met de zijden van het oorspronkelijke parallellogram ABCD.

(ii) De lengte van deze diagonalen is gelijk aan het verschil van de zijden van het oorspronkelijke parallellogram ABCD.

2. Bewijs deze twee eigenschappen.
3.  Onderzoek de vorm die ABCD moet hebben opdat ILJK een vierkant is.
Opmerkingen

· De eerste vraag is zo geformuleerd om te vermijden dat men voor alle vier de hoeken eensluidende bewijzen gaat geven.
· Het mooie van (het bewijs van) vraag 2 is het, dat je van een vierhoek (LNDK) aantoont met de eigenschap dat een vierhoek een parallellogram is als één paar overstaande zijden evenwijdig en even lang zijn. Toepassing van dit principe kom je weinig tegen.

· Een valkuil is wellicht, het midden van één zijde erbij te betrekken. Bijvoorbeeld het midden M van AB. Volgens de stelling van Thales is MA, MB en ML even lang, namelijk de cirkelstraal. Dan is driehoek MAL gelijkbenig, dus zijn de hoeken A en L in deze driehoek gelijk. Je zou dus zeggen (overstaande hoeken) dat hoek JLK  en BAL gelijk zijn, waaruit de evenwijdigheid al snel volgt. Dit is echter bedrog: je mag niet zomaar aannemen dat M, L en K op één lijn liggen. Zelfs:

· Aardige slotvraag: De drie punten M (=midden van AB), L en K liggen op één lijn. Bewijs dit.
(uit (i) en enig hoekzoekwerk kun je eenvoudig inzien dat 
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1 maximaal 6 punten

(Dit is een standaard vraag, die in elk boek terugkomt)
· In parm zijn overstaande hoeken gelijk; dit verklaart de vier kruisjes en rondjes
2p

· 
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· Delen door 4 geeft  
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· In 
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· Dus 
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2 maximaal 9 punten

Zie figuur
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· 
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 (AB=CD, gelijke hoeken, dus HZH)
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· Dus BL = DK
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· Verlengde van BI snijdt AD in N.
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· 
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 (beide AL, en gelijke hoeken bij A en L: HZH)
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· Dus BL = LN, dus LN = KD
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· Uit vraag 1 volgt: 
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, dus LN // DK (F-hoeken)
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· Omdat LN = DK  én  LN // DK is LNDK een parallellogram
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· Dus ND // LK (waarmee bewijs (i) af is) én ND = KL
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· Uit 
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volgt óók: AB = AN, dus ND (= AD – AN) = AD – AB, 
waarmee (ii) bewezen is.







1p
De derde CV-regel bedoelt, dat er een punt wordt toegekend voor het tekenen van één hulplijnstuk, bijvoorbeeld IN, maar je kunt ook AJ of DJ of CI verlengen om het bewijs mee te vervolgen.
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3 maximaal 3 punten

· De diagonalen delen bij een vierkant delen de hoeken middendoor, 
dus zijn die hoeken allemaal 
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· Dan zijn ook de halve hoeken bij A, B, C en D gelijk aan 
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· Dus is ABCD in dat geval een rechthoek.
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Opmerking van Gerrit de Bruijn (bij vraag 3)

In een vierkant staan de diagonalen loodrecht op elkaar.

Volgens (i) is ABCD een vierkant. (opm Ton: rechthoek? )
Geocadabra geeft een groot aantal eigenschappen. Hier wordt slechts een deel ervan getoond: (De lijst gelijke hoeken is erg groot.)

De opgave is zo moeilijk omdat de juiste congruenties moeten worden gebruikt.

De rechthoek die ontstaat na tekenen van de bissectrices, wordt mooi ontdekt (zie loodrechte standen). Verrassend is ook de ontdekking dat de diagonalen van de rechthoek evenwijdig lopen met de zijden van het parallellogram.
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