Gelijke oppervlakte © AJM Lecluse april 2008
Het eerste bewijs is afkomstig van Lieke de Rooij;
Het tweede is van Gerrit de Bruijn
Analoge bewijzen ontving ik van Agnes Verweij en Jeroen Spandaw.
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Gegeven driehoek ABC.

Op AB ligt punt D. Op BC ligt punt E. Op CA ligt punt F.

G, H en I zijn de middens van de zijden van driehoek ABC.

De hoekpunten van driehoek DEF worden gespiegeld in deze middens, met beelddriehoek D’E’F’.

Zie figuur.

DEF en zijn spiegelbeeld D’E’F’ hebben gelijke oppervlakte.

Bewijs dit.

Eerste bewijs.

Stel je verschuift D een stukje (naar rechts); we noemen de nieuwe positie P.

Spiegel P in G, noem het beeld P’.
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Teken de afstanden van EJ, E’L, FK, F’M tot AB.

Het zal duidelijk zijn dat het gemiddelde van E’L en EJ gelijk is aan d(H,AB) en het gemiddelde van F’M en FK gelijk is aan d(I,AB). (Hoe?)

En natuurlijk is d(H,AB) = d(I,AB), want IH is middenparallel in driehoek ABC.

Dus geldt: EJ + E’L = FK + F’M, dus FK – EJ = E’L - F’M  (1)

We gaan nu kijken naar de driehoek DEF, waarbij je D verschuift naar P. Aan de andere kant kijken we naar driehoek D’E’F’, waarbij we D’ verschuiven naar P’, en ervoor zorgen dat DP = D’P’.

Nu geldt (we kijken naar de oppervlaktes): PEF=
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P’E’F’=
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En omdat 
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 en (1) geldt, kunnen we zeggen dat de uitspraak 

 opp DEF =opp D’E’F’
gelijkwaardig is met de uitspraak


opp PEF = opp P’E’F’
waarbij je P vrij mag kiezen op AB.

Kies bijvoorbeeld P op G, dus P = P’= G.

Dus is de uitspraak

opp DEF =opp D’E’F’
gelijkwaardig is met de uitspraak


opp GEF = opp GE’F’
Het probleem is dus gereduceerd tot de speciale situatie waarbij D en D’ samengevallen in G.

Met dezelfde aanpak kun je de punten E en E’ aanpakken op BC, met als resultaat dat de uitspraak

opp GEF = opp GE’F’
gelijkwaardig is met de uitspraak


opp GHF = opp GHF’

(de speciale situatie waarbij ook E en E’ samengevallen in H)

En tenslotte laat je op dezelfde manier zien dat F en F’ beide net zo goed op I kunnen liggen, met als resultaat dat de uitspraak

opp GHF = opp GHF’

gelijkwaardig is met de uitspraak


opp GHI = opp GHI
(de speciale situatie waarbij ook F en F’ samengevallen in I)

Je hebt dan uiteindelijk laten zien, dat de uitspraak 

opp DEF =opp D’E’F’
gelijkwaardig is met de uitspraak


opp GHI = opp GHI
en dat is echt wel zo!

q.e.d.

Tweede bewijs

Kies de oppervlakte-eenheid zo dat 
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 [volgt uit 
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, maar kan ook worden beredeneerd via 
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Hieruit volgt
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Omdat deze uitdrukking niet verandert als alle eentjes worden vervangen door tweetjes en omgekeerd, volgt het gevraagde.

_1271168913.unknown

_1271169072.unknown

_1271185577.unknown

_1271185601.unknown

_1271185614.unknown

_1271169209.unknown

_1271169016.unknown

_1270121985.unknown

_1270122094.unknown

_1270061573.unknown

