Gelijke cirkels
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(Sanguku, Pythagoras september 2007)
Deze tekening is als volgt geconstrueerd:
Eerst de grote cirkel;

Dan een lijn door een punt buiten de cirkel en het middelpunt;

Dan een loodlijn door het middelpunt op de middellijn;

Voltooi de driehoek door een snijpunt van cirkel met loodlijn te verbinden met het punt buiten de cirkel; teken de (blauwe) ingeschreven cirkel van deze driehoek;

De cirkel met middelpunt het punt buiten de cirkel, door het snijpunt van loodlijn met de cirkel, wordt getekend; met middelpunt op de middellijn wordt een (blauwe) cirkel getekend die deze cirkel en de oorspronkelijke cirkel raakt.

De twee blauwe cirkels blijken even groot te zijn.
Bewijs!

Op de volgende pagina’s wordt dit bewijs gegeven.

Inleidende opdracht

D is het middelpunt van de ingeschreven cirkel van driehoek ABC, die recht is in A.

E en F zijn raakpunten aan de zijden BC en AC.

De lijn door E en F snijdt de lijn door A en B in H.
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Zie figuur.
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Te bewijzen: 
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In het bewijs wordt (in de eerste regel) gebruikt:

Wanneer vanuit een punt A buiten een cirkel (met middelpunt M) de raaklijnen AB en AC worden getekend, dan 
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. (zonder dit te bewijzen overigens.)
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Maximaal 6 punten
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 is rechthoekig in F (raaklijn 
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 (straal ingeschreven cirkel), dus 
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Vervolgopdracht 
We breiden de tekening uit:
De ingeschreven cirkel raakt AB in K.
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Cirkel met midpt B, door C, snijdt AB in J.

Te bewijzen: HJ = straal van de ingeschreven cirkel.
CV

Maximaal 3 punten

1p
BC = BJ en BE = BK, dus CE = JK
1p
Van de vorige opgave gebruiken we: AH (= CF) = CE

Dus AH = JK
1p
Knippen we er AJ van af, dan geldt dus HJ (= AK) = FD

Dus is HJ gelijk aan de straal van de ingeschreven cirkel.

Slotopdracht
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We tekenen de cirkel met midpt A, door C, erbij.

Het verlengde van BA snijdt deze cirkel in P.

Te bewijzen: HP = HJ.
CV

Maximaal 3 punten

(De straal van de laatst erbij getekende cirkel noemen we r.)
2p
HP = r – HA = AC – CF = AF.

1p
Dus zowel HP als HJ zijn gelijk aan de straal van de ingeschreven cirkel.

Hiermee is de sangaku bewezen.
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