Het derde vierkant
© februari 2008  AJM Lecluse
Gegeven zijn twee vierkanten ABCD en BEFG, waarvan één hoekpunt samenvalt: punt B.

J en K zijn de middens van de twee vierkanten, I en H zijn de middens van AE en CF.
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Zie figuur.

Bewijs dat IKHJ een vierkant is.
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Bewijs:

Trek AC, AF en CE.
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Zie figuur.
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Je kunt eigenlijk zeggen dat 
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 uit 
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 ontstaat door rotatie over 
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 om B.

Dus 
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Omdat JH middenparallel is in 
[image: image6.wmf]D

AFC

, geldt: 
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Analoog in 
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Samen betekent dit:  
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Met een analoog verhaal kun je aantonen:
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Omdat 
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 kunnen we concluderen dat IKHJ een vierhoek is waarvan overstaande zijden even lang zijn en de hoeken 
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Een tweede bewijs met coördinaten.
Kies de oorsprong in B en de negatieve x-as door A, de positieve y-as door C, en stel 
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, dan is 
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 omdat F uit E ontstaat door rotatie over 
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 om B.
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Zie figuur.

Je kunt nu de coördinaten van I, J, K en H uitdrukken in a en b. Het zijn immers de middens van lijnstukken waarvan de uiteinden in coördinaten zijn uitgedrukt.
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Hierna kun je aantonen dat 
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, en 
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 blijkt dezelfde vector te zijn.

Ook kun je eenvoudig laten zien dat 
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En deze vectoren hebben inproduct 0, en staan dus loodrecht op elkaar.

Samengevat is IKHJ een vierhoek is waarvan overstaande zijden even lang zijn (en evenwijdig) en de hoeken 
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 zijn, ergo een vierkant is.

Dit bewijs is niet zo elegant als het zuiver meetkundige bewijs, en maakt gebruik van nogal zwaar geschut, het inproduct. Het is ook saai, gewoon uitschrijven.

Wanneer je een ander hoekpunt als oorsprong neemt, wordt het schrijfwerk flink meer, maar komt uiteindelijk wel netjes op zijn pootjes terecht.

Een derde bewijs, met complexe getallen.
[image: image23.png]



Beschouw deze figuur in het complexe vlak met oorsprong in O, waarbij we de assen weglaten, die storen alleen maar.

Stel A = a (dwz punt A correspondeert met het complexe getal a), en B = b, met 
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In het complexe vlak is iz het beeld bij vermenigvuldigen van een complex getal z met i (nl een rotatie om O over 
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).
Dus geldt: 

C = ia   en    E = ib.

We kunnen nu de middens G, H, I en J opschrijven:
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Hiermee kunnen we de vectoren 
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 uitdrukken via deze eindpunten, bijvoorbeeld:
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Waaruit volgt: 
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Dus staat 
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 loodrecht op 
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, en zijn ze even lang.

Dit kan worden gecontinueerd voor 
[image: image36.wmf]JG

uuur

 en 
[image: image37.wmf]GH

uuur

, zodat de lijnstukken HI, IJ, JG en GH twee aan twee loodrecht op elkaar staan en even lang zijn.

Hieruit volgt dat GHIJ een vierkant is.
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