De diagonalen van een koordenvierhoek (Ptolemeus)
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Gegeven de koordenvierhoek ABCD met de omgeschreven cirkel.

Op diagonaal AC ligt punt E zò dat 
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Er zijn verschillende paren gelijkvormige driehoeken in deze figuur te ontdekken.

1. Geef drie zulke paren. Licht je antwoord toe.

Uit geschikte gelijkvormigheid kun je afleiden dat 
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2. Geef deze afleiding.

Uit een andere gelijkvormigheid kun je afleiden dat 
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. Dit hoef je niet te laten zien.

De stelling van Ptolemeus zegt:

Het product van de diagonalen van een koordenvierhoek is gelijk aan de som van de producten van de overstaande zijden.

3. Bewijs deze stelling.

Beschouw alle koordenvierhoeken waarvan de som van de producten van de overstaande zijden gelijk is aan 500. In figuur 2 staat een voorbeeld van zo’n koordenvierhoek.

4. Bereken exact de lengte van de twee diagonalen van deze koordenvierhoek.
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De som van de lengten van de twee diagonalen van zo’n koordenvierhoek heeft een bepaalde minimale waarde.

5. Onderzoek hoe de koordenvierhoek er in dat geval uitziet.

Stel de diagonalen zijn x en y lang.
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Dus 
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, dus de som van de diagonalen is 
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Het minimum van deze formule is gelijk aan 44,72. De koordenvierhoek is in dit geval een trapezium met zijden 
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Opmerking: een fraaie eigenschap is ook, dat geldt: de verhouding van de diagonalen is gelijk aan 
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Uit deze twee eigenschappen volgt, dat de lengets van de diagonalen bekend zijn als je de vier zijden van de koordenvierhoek kent. Bij bovenstaande tekening geldt dan: AC = 20 en BD = 25.
De heer Gerrit de Bruijn stuurde me de volgende aanvulling toe.

De verhouding der diagonalen kan als volgt worden afgeleid.

Toepassing van de cosinusregel in driehoek BAD met 
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Toepassing van de cosinusregel in driehoek BCD geeft:
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Eliminatie van 
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Het rechterlid kan worden herschreven:
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Volgens Ptolemeus is dit
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Hieruit volgt de verhouding:
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Opmerking: Bij opgave 4 volgt uit beide ‘cosinusregels’ meteen dat 
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