Omgeschreven cirkel en gelijkzijdige driehoek

(Naar aanleiding van een opgave van Frans van Schooten)
Onderzoekje van Ton Lecluse met Geocadabra
Op de omgeschreven cirkel van driehoek ABC (met 
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) ligt punt Q.

Punt R ligt zodanig dat driehoek BQR een gelijkzijdige driehoek vormt.

Te bewijzen: wanneer Q de gegeven cirkel doorloopt, doorloopt R ook een cirkel.

Eerst een tweetal mogelijke situaties (eerste gevalsonderscheiding), waarvan we de linker hieronder uitwerken.
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We vertalen de gegevens in concrete lengtes in de figuur linksboven:

Gegeven:

· Middel  punt M ligt zòdanig dat MA = MB = MC
· Q ligt zòdanig dat MA = MQ
· R ligt zòdanig dat BQ = QR = RB.

· De cirkel met middelpunt M, door A is getekend.

Te bewijzen:


R doorloopt een cirkel

Bewijs:

We laten straks zien dat 
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, dus dat A op de lijn door Q en R ligt. Daaruit volgt dat 
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ARBM is een koordenvierhoek, want 
· 
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 (middelpunts- en omtrekshoek op boog AB) 
· 
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· samen 180°

Dus ligt R op de omgeschreven cirkel van 
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Aangezien deze cirkel op zijn plaats blijft wanneer Q de gegeven cirkel doorloopt, ligt R op deze vaste cirkel.

Wel moet nog worden aangetoond dat A op de lijn door Q en R loopt. Maar dat is relatief eenvoudig hoekwerk: in de rechter tekening hierboven:
(1) Stel 
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, dan is 
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 (omtreks- en middelpuntshoek op boog AQ).

(2) 
[image: image9.wmf]AMQ

D

 is gelijkbenig (AM=QM=cirkelstraal), dus 
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(3) 
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 (gelijke basishoeken in 
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(4) 
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 is gelijkbenig met 
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(5) 
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(6) In 
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(7) 
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, dus A ligt op QR.

Ook is hiermee nog niet bewezen dat R de hele cirkel doorloopt! Dat zie je eenvoudig in met een dynamisch meetkundeprogramma.

Wel merken we op dat deze figuur nog veel ander fraais bevat:
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Je kunt driehoek BQR ook aan de andere kant van BQ tekenen. In de tekening hieronder is dit driehoek BQS. 

De baan van S is nu de omgeschreven cirkel van driehoek BCM. We moeten blijkbaar nog meer gevallen onderscheiden! (Tweede gevalsonderscheiding),
Maar in elke situatie is een bewijs als bovenstaande te geven. (Ga na!)

Enig licht op bovenstaande aanpak, die verrassend is, hoe kom je op dat idee???!!! Het programma Geocadabra ontdekte de koordenvierhoek voor mij! En dat A, Q en R collineair zijn. Dit programma vond nog veel meer: 56 eigenschappen (wanneer we punt S tijdelijk verwijderen, anders zijn het er 75!)
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Ook is er een aardige loodrechte stand en zijn er vele gelijkvormige en andere mooie driehoeken aanwezig, maar daar is niet eens naar gevraagd.

Het programma geeft ideeën, waarna je zelf op onderzoek uit kunt gaan waarom bepaalde eigenschappen gelden. Vaak kom je aldus op een idee voor de aanpak van je bewijs.

Naschrift

In de oorspronkelijke opgave van Frans van Schooten was driehoek ABC gelijkzijdig, maar het is slechts nodig dat alleen 
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. Daarop is deze opgave aangepast.

Op de website http://www.fransvanschooten.nl/fvs_092_xx.htm is dit probleem geanalyseerd door Henk Hietbrink.
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