Onverwacht raken
Met dank aan Lieke de Rooij, die het eerste bewijs gaf.
Van raaklijnenvierhoek ABCD wordt diagonaal AC getekend. Dit wil zeggen dat er een cirkel is die alle vier zijden van deze vierhoek raakt.

Ook de ingeschreven cirkels zijn getekend van de driehoeken ACD en ACB.
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Te bewijzen: Die twee ingeschreven cirkels raken elkaar.

Bewijs 1: (Lieke de Rooij)
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Noem de vier raakpunten E, F, G en H.

In driehoek ACD:

Merk eerst op dat DL = DK  en  DH = DG, dus LH = GK.
Stel de ingeschreven cirkel raakt de zijden in P, K en L.

AC = AP + CP = AL + CK = (AH + HL) + (CG + GK) = AH + CG + 2HL
(*)
In driehoek ABC:

Merk eerst op dat BI = BJ  en  BE = BF, dus IE = JF.
Stel de ingeschreven cirkel raakt de zijden in Q, I en J.

AC = AQ + QC = AI + CJ = (AE + EI) + (CF + FJ) = AE + CF + 2EI

(**)
Omdat AH = AE  en  CG = CF volt uit (*) en (**) dat 
HL = EI.

AP = AL = AH + HL

AQ = AI = AE + EI

en omdat AH = AE  en  HL = EI, geldt dus: AP = AQ
m.a.w. P en Q vallen samen.
Q.E.D.

Bewijs 2:
Noem de vier raakpunten E, F, G en H.
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Stel de ingeschreven cirkel van driehoek ACD raakt de zijden in P, K en L.

Stel de ingeschreven cirkel van driehoek ABC raakt de zijden in Q, I en J.

BE = BF en BI = BJ, dus 

EI = FJ

(1)

CJ = CK en CF = CG, dus 
FJ = GK

(2)

DG = DH en DK = DL, dus 
GK = HL

(3)

(1) + (2) + (3) ( EI (= FJ = GK) = HL
(4)
AP = AL = AH + HL

AQ = AI = AE + EI

AH = AE, en HL = EI (zie (4)), dus AP = AQ, dus P en Q vallen samen.

Q.E.D.


