Uitgangspunt van dit document is de vlakke-meetkunde-bijlage zoals deze op de eindexamens VWO-wiskunde-B wordt gegeven:
Vlakke meetkunde 
Verwijzingen naar definities en stellingen die bij een bewijs mogen worden gebruikt zonder nadere toelichting.
Hoeken, lijnen en afstanden: 

gestrekte hoek, rechte hoek, overstaande hoeken, F-hoeken, Z-hoeken, afstand punt tot lijn, driehoeksongelijkheid. 
Meetkundige plaatsen: 

middelloodlijn, bissectrice, bissectricepaar, middenparallel, cirkel, parabool. 
Driehoeken: 

hoekensom driehoek, buitenhoek driehoek, congruentie: HZH, ZHH, ZHZ, ZZZ, ZZR; gelijkvormigheid: hh, zhz, zzz, zzr; middelloodlijnen driehoek, bissectrices driehoek, hoogtelijn driehoek, hoogtelijnen driehoek, zwaartelijn driehoek, zwaartelijnen driehoek, gelijkbenige driehoek, gelijkzijdige driehoek, rechthoekige driehoek, Pythagoras, gelijkbenige rechthoekige driehoek, halve gelijkzijdige driehoek.
Vierhoeken: 

hoekensom vierhoek, parallellogram, ruit, rechthoek, vierkant. 
Cirkel, koorden, bogen, hoeken, raaklijn, vierhoeken: 

koorde, boog en koorde, loodlijn op koorde, middellijn, Thales, middelpuntshoek, omtrekshoek, constante hoek, raaklijn, hoek tussen koorde en raaklijn, koordenvierhoek.
Op de volgende pagina’s volgt de toelichting (uit de officiële syllabus) bij bovenstaande samenvatting.
Bij het examen mag bij een bewijsvoering verwezen worden naar een definitie of stelling door het noemen van de korte typering die in de volgende lijst cursief en onderstreept is aangegeven bij elk van de gegeven definities en stellingen.

	Hoeken, lijnen en afstanden Hoeken 

	Een gestrekte hoek is een hoek waarvan de benen in het verlengde van elkaar liggen. (definitie gestrekte hoek) 

	De grootte van een gestrekte hoek is 180°. (grootte gestrekte hoek) 

	Een rechte hoek is de helft van een gestrekte hoek. (definitie rechte hoek) 

	De grootte van een rechte hoek is 90°. (grootte rechte hoek) 

	Hoeken en lijnen 

	De overstaande hoeken bij twee snijdende lijnen zijn even groot. (stelling overstaande hoeken) 

	Als twee evenwijdige lijnen gesneden worden door een derde lijn, dan zijn F-hoeken even groot en Z-hoeken even groot. (stelling F-hoeken ,stelling Z-hoeken) 

	Als er bij twee lijnen die gesneden worden door een derde lijn een paar even grote F-hoeken of Z-hoeken optreedt, dan zijn die twee lijnen evenwijdig. (stelling F-hoeken ,stelling Z-hoeken) 

	Afstanden 

	De afstand (kortste verbinding) van een punt tot een lijn is de lengte van het loodlijnstuk neergelaten vanuit dat punt op die lijn. (definitie afstand punt tot lijn) 

	Als drie punten A, B en C niet op één lijn liggen, dan geldt: AB + BC > AC. (stelling driehoeksongelijkheid) 


	Meetkundige plaatsen Middelloodlijn 

	De middelloodlijn van een lijnstuk is de lijn die het lijnstuk loodrecht middendoor snijdt. (definitie middelloodlijn) 

	De verzameling van alle punten die dezelfde afstand hebben tot twee gegeven punten A en B is de middelloodlijn van het lijnstuk AB. (stelling middelloodlijn) 

	Bissectrice (deellijn) 

	De bissectrice (deellijn) van een hoek is de halve lijn die de hoek middendoor deelt. (definitie bissectrice) 

	De verzameling van alle punten die dezelfde afstand hebben tot twee elkaar snijdende lijnen, is het bissectricepaar (deellijnenpaar) van die twee lijnen. (stelling bissectricepaar) 

	Middenparallel van twee evenwijdige lijnen 

	De middenparallel van twee evenwijdige lijnen is de lijn die evenwijdig aan de twee lijnen is en midden tussen deze lijnen ligt. (definitie middenparallel) 

	De verzameling van alle punten die dezelfde afstand hebben tot twee evenwijdige lijnen, is de middenparallel van dat lijnenpaar. (stelling middenparallel) 

	Cirkel 

	Een cirkel met middelpunt M en straal r is de verzameling van alle punten die afstand r tot het punt M hebben. (definitie cirkel) 

	Parabool 

	Een parabool met brandpunt F en richtlijn l (F niet op l) is de verzameling van alle punten die gelijke afstanden hebben tot punt F en lijn l. (definitie parabool) 


	Driehoeken Hoekensom 

	De som van de hoeken van een driehoek is 180°. (stelling hoekensom driehoek) 

	Een buitenhoek van een driehoek is gelijk aan de som van de twee niet-aanliggende binnenhoeken. (stelling buitenhoek driehoek) 

	Congruente (gelijke) driehoeken 

	Twee driehoeken zijn congruent (gelijk) als ze gelijk hebben: 

	• een zijde en twee aanliggende hoeken. 
	(HZH) 

	• een zijde, een aanliggende hoek en de tegenoverliggende hoek. 
	(ZHH) 

	• twee zijden en de ingesloten hoek. 
	(ZHZ) 

	• alle zijden. 
	(ZZZ) 

	• twee zijden en de rechte hoek tegenover één van die zijden. 
	(ZZR) 

	Gelijkvormige driehoeken 

	Twee driehoeken zijn gelijkvormig als ze gelijk hebben: 

	• twee hoeken. 
	(hh) 

	• een hoek en de verhouding van de omliggende zijden.
	(zhz) 

	• de verhouding van de zijden. 
	(zzz) 

	• een rechte hoek en de verhouding van twee niet-omliggende zijden. 
	(zzr) 

	Lijnen door één punt 

	De middelloodlijnen van (de zijden van) een driehoek snijden elkaar in één punt. (stelling middelloodlijnen driehoek) 

	De bissectrices (deellijnen) van (de hoeken van) een driehoek snijden elkaar in één punt. (stelling bissectrices driehoek) 

	Een hoogtelijn van een driehoek is de lijn door een hoekpunt van de driehoek die de lijn door de tegenoverliggende zijde loodrecht snijdt. (definitie hoogtelijn driehoek) 

	De hoogtelijnen van een driehoek snijden elkaar in één punt. (stelling hoogtelijnen driehoek) 

	Een zwaartelijn van een driehoek is de lijn door een hoekpunt van de driehoek die door het midden van de tegenoverliggende zijde gaat. (definitie zwaartelijn driehoek ) 

	De zwaartelijnen van een driehoek snijden elkaar in één punt dat de zwaartelijnen in de verhouding 1 : 2 verdeelt. (stelling zwaartelijnen driehoek) 

	Gelijkbenige driehoek 

	Een gelijkbenige driehoek is een driehoek met (minstens) twee even lange zijden. (definitie gelijkbenige driehoek) 

	In een gelijkbenige driehoek zijn de hoeken tegenover de even lange zijden even groot. (stelling gelijkbenige driehoek) 

	Als in een driehoek twee hoeken even groot zijn, dan zijn de tegenoverliggende zijden even lang. (stelling gelijkbenige driehoek) 

	Gelijkzijdige driehoek 

	Een gelijkzijdige driehoek is een driehoek met drie even lange zijden. (definitie gelijkzijdige driehoek) 

	In een gelijkzijdige driehoek zijn alle drie de hoeken even groot (60°). (stelling gelijkzijdige driehoek) 

	Als een driehoek drie even grote hoeken (van 60°) heeft, dan is de driehoek gelijkzijdig. (stelling gelijkzijdige driehoek) 

	Rechthoekige driehoek 

	Een rechthoekige driehoek is een driehoek met een rechte hoek. (definitie rechthoekige driehoek) 

	In een rechthoekige driehoek is de som van de kwadraten van de omliggende zijden van de rechte hoek gelijk aan het kwadraat van de zijde tegenover de rechte hoek. (stelling van Pythagoras) 

	Als in een driehoek de som van de kwadraten van twee zijden gelijk is aan het kwadraat van de derde zijde, dan is de driehoek rechthoekig (omgekeerde stelling van Pythagoras) 

	In een rechthoekige driehoek is het lijnstuk dat het hoekpunt van de rechte hoek verbindt met het midden van de tegenoverliggende zijde gelijk aan de helft van die zijde. (stelling rechthoekige driehoek) 

	Bijzondere rechthoekige driehoeken 

	Van een gelijkbenige rechthoekige driehoek zijn beide scherpe hoeken 45°. (stelling gelijkbenige rechthoekige driehoek) 

	De zijden van een gelijkbenige rechthoekige driehoek verhouden zich als 1 : 1 : √2. (stelling gelijkbenige rechthoekige driehoek) 

	De zijden van een rechthoekige driehoek waarvan de scherpe hoeken 30° en 60° zijn, verhouden zich als 1 : 2 : √3. (stelling halve gelijkzijdige driehoek) 


	Vierhoeken Hoekensom 

	

	De som van de hoeken van een vierhoek is 360°. (stelling hoekensom vierhoek) 

	Parallellogram 

	Een parallellogram is een vierhoek met twee paren evenwijdige zijden. (definitie parallellogram) 

	In een parallellogram zijn de overstaande zijden even lang. (stelling parallellogram) 

	Als een vierhoek twee paren even lange overstaande zijden heeft, dan is de vierhoek een parallellogram. (stelling parallellogram) 

	Als een vierhoek twee overstaande zijden heeft die even lang en evenwijdig zijn, dan is de vierhoek een parallellogram. (stelling parallellogram) 

	In een parallellogram zijn de overstaande hoeken even groot. (stelling parallellogram) 

	Als in een vierhoek de twee paren overstaande hoeken even groot zijn, dan is de vierhoek een parallellogram. (stelling parallellogram) 

	In een parallellogram delen de diagonalen elkaar middendoor. (stelling parallellogram) 

	Als in een vierhoek de diagonalen elkaar middendoor delen, dan is de vierhoek een parallellogram. (stelling parallellogram) 

	Ruit 

	Een ruit is een vierhoek met vier even lange zijden. (definitie ruit) 

	Een ruit is tevens parallellogram. (stelling ruit) 

	In een ruit delen de diagonalen de hoeken middendoor. (stelling ruit) 

	Als in een parallellogram een diagonaal een hoek middendoor deelt, dan is het parallellogram een ruit. (stelling ruit) 

	In een ruit snijden de diagonalen elkaar loodrecht. (stelling ruit) 

	Als in een parallellogram de diagonalen elkaar loodrecht snijden, dan is het parallellogram een ruit. (stelling ruit) 

	Rechthoek 

	Een rechthoek is een vierhoek met vier rechte hoeken. (definitie rechthoek) 

	Een rechthoek is tevens parallellogram. (stelling rechthoek) 

	Als in een parallellogram een hoek recht is, dan is het parallellogram een rechthoek. (stelling rechthoek) 

	In een rechthoek zijn de diagonalen even lang. (stelling rechthoek) 

	Als in een parallellogram de diagonalen even lang zijn, dan is het parallellogram een rechthoek. (stelling rechthoek) 

	Vierkant 

	Een vierkant is een ruit die tevens rechthoek is. (definitie vierkant) 


	Cirkel, koorden, bogen, hoeken, raaklijn, vierhoeken Koorde 

	Een koorde van een cirkel is een lijnstuk waarvan de eindpunten op de cirkel liggen. (definitie koorde) 

	In een cirkel behoren gelijke bogen bij gelijke koorden. (stelling boog en koorde) 

	De loodlijn vanuit het middelpunt van een cirkel op een koorde deelt die koorde middendoor. (stelling loodlijn op koorde) 

	Middellijn en rechte hoek 

	Een middellijn van een cirkel is een koorde die door het middelpunt gaat. (definitie middellijn) 

	Als C op de cirkel met middellijn AB ligt, dan is hoek ACB recht. (stelling van Thales) 

	Als hoek C in driehoek ABC recht is, dan ligt C op de cirkel met middellijn AB. (omgekeerde stelling van Thales) 

	Middelpuntshoek en omtrekshoek 

	Een middelpuntshoek van een cirkel is een hoek waarvan het hoekpunt het middelpunt van de cirkel is. (definitie middelpuntshoek) 

	Een omtrekshoek van een cirkel is een hoek waarvan het hoekpunt op de cirkel ligt en de benen de cirkel snijden. (definitie omtrekshoek) 

	Een omtrekshoek is gelijk aan de helft van de middelpuntshoek die dezelfde koorde insluit als die omtrekshoek. (stelling van de omtrekshoek) 

	Als punt C over een cirkelboog AB tussen de punten A en B beweegt, dan verandert de grootte van de omtrekshoek ACB niet. (stelling van de constante hoek) 

	Als punt D aan dezelfde kant van AB ligt als punt C en de hoeken ADB en ACB zijn even groot, dan liggen C en D op dezelfde cirkelboog AB (omgekeerde stelling van de constante hoek) 

	Raaklijn en hoeken 

	Een raaklijn aan een cirkel is een lijn die één punt met de cirkel gemeen heeft. (definitie raaklijn) 

	De hoek tussen een raaklijn aan een cirkel en een koorde van die cirkel waarvan een eindpunt het raakpunt is, is even groot als de bij die koorde behorende omtrekshoek. (stelling hoek tussen koorde en raaklijn) 

	Een raaklijn aan een cirkel staat loodrecht op de verbindingslijn van het middelpunt van de cirkel en het raakpunt. (stelling raaklijn) 

	Koordenvierhoek 

	Een koordenvierhoek is een vierhoek waarbij een cirkel bestaat die door de hoekpunten van de vierhoek gaat. (definitie koordenvierhoek) 

	De som van een paar overstaande hoeken van een koordenvierhoek is 180°. (stelling koordenvierhoek) 

	Als de som van een paar overstaande hoeken van een vierhoek 180° is, dan is de vierhoek een koordenvierhoek. (omgekeerde stelling koordenvierhoek) 


Enkele opmerkingen bij bovenstaande officiële uiteenzetting:

· De stelling van Thales en zijn omgekeerde worden vaak met elkaar verward.
· Ik mis een aantal stellingen in bovenstaande opsomming:
- Bij een driehoek is de middenparallel een lijnstuk dat twee zijde-middens verbindt. Eigenschappen middenparallel: zie verderop.
- Omgekeerde Boog een koorde: bij gelijke koorden horen gelijke bogen. 
- Omgekeerde van hoek tussen koorde en raaklijn: Bij een gegeven cirkel met koorde AB met omtrekshoek 
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: als een lijn door A (of B) met AB een hoek maakt die gelijk is aan 
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, dan is deze lijn raaklijn aan de cirkel.
Bewijzen

Een meetkundig bewijs bestaat uit een aantal stappen die afzonderlijk moeten worden toegelicht uit 
· óf een gegeven of trivialiteit
· óf een van bovenstaande stellingen

· óf met een logische denkstap volgen uit een of meer voorgaande bewezen eigenschappen van het gegeven model.

De basisstructuur voor een bewijs kan hierbij een hulpmiddel zijn:
· Maak een algemene situatietekening

· Beschrijf de gegevens in de betreffende tekening

· Beschrijf hetgeen bewezen moet worden in de betreffende tekening

· Geef het bewijs.

Hieronder worden bovenstaande eigenschappen (bijna allemaal) bewezen. Omdat hierbij de hierboven genoemde volgorde is aangehouden wordt soms gebruik gemaakt van een pas verderop bewezen eigenschap. Hierbij is echter gelet op zuiverheid: In een correcte volgorde kunnen bovenstaande eigenschappen na elkaar worden bewezen zonder dat een bewijs gebruik maakt van een later beschreven  bewijs.

Gestrekte hoek

Een gestrekte hoek is een hoek van 
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In een tekening meestal toegepast als een lijn waarop een punt ligt.

Rechte hoek

Een rechte hoek is een hoek van 
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In een tekening meestal toegepast als de helft van een gestrekte hoek. (Wanneer twee hoeken samen een gestrekte hoek vormen, en ze zijn aan elkaar gelijk dan zij ze elk een rechte hoek.)
Overstaande hoeken

Bij snijdende lijnen zijn overstaande hoeken gelijk.

Toepassing 1

Bewijs deze stelling uit het voorafgaande.

F-hoeken en Z-hoeken
In een model met twee evenwijdige lijnen, gesneden door een derde lijn, ontstaan zogenaamde F-hoeken en Z-hoeken.

Hoeken die samen een F vormen, zijn aan elkaar gelijk.

Hoeken die samen een Z vormen, zijn aan elkaar gelijk.

In de tekening hierboven zijn twee lijnen evenwijdig. Het rode deel vormt een[image: image63.png]


 F. De hoeken A3 en B3 zijn gelijk.
Deze stellingen over F-hoeken en Z-hoeken kunnen niet bewezen worden met het voorafgaande.
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In de tekening hierboven zijn twee lijnen evenwijdig. Het blauwe deel vormt een Z. De hoeken A4 en B2 zijn gelijk.
Deze stellingen over F-hoeken en Z-hoeken kunnen niet bewezen worden met het voorafgaande.
Afstand punt tot lijn

De afstand van een punt tot een lijn is de lengte van het kortste verbindingslijnstuk (=definitie).

Stelling: het afstandslijnstuk staat loodrecht op de lijn.

Toepassing 2

Bewijs deze stelling. Gebruik de stelling van Pythagoras
Driehoeksongelijkheid

In elke driehoek geldt: De som van de lengtes van twee zijden is langer dan de lengte van de derde zijde.

(Populair wordt deze eigenschap ook wel beschreven als: de kortste weg tussen twee punten is het onderlinge verbindingslijnstuk. Waarom komt dit op hetzelfde neer?)

Deze eigenschap kan niet bewezen worden met het voorafgaande.
Toepassing 3


zie mijn website http://members.casema.nl/alecluse/


Niet op middelloodlijn

Middelloodlijn

Een middelloodlijn van een lijnstuk is een lijn die door het midden van het lijnstuk gaat en er loodrecht op staat.

Stelling M1: alle punten die op de middelloodlijn van een lijnstuk liggen, hebben gelijke afstand tot de uiteinden van het lijnstuk;

Stelling M2: alle punten die niet op de middelloodlijn van een lijnstuk liggen, hebben geen gelijke afstand tot de uiteinden van het lijnstuk. 

Waarschuwing: stellingen als deze worden vaak door leerlingen afgedaan als: zie je zo. Maar daar gaat het niet om. Je moet kunnen laten zien dat de omschreven eigenschap volgt uit de gegevens + formuleverzameling!
Toepassing 4

Bewijs stelling M1. Gebruik congruentie.

Toepassing 5

Bewijs stelling M2. Gebruik de driehoeksongelijkheid.

Algemeen:
Wanneer in een model gezocht wordt naar punten die (onder andere) op gelijke afstand liggen van twee gegeven punten, gebruik dan dat deze punten op de middelloodlijn liggen van de gegeven punten.

Definitie

Een hoek bestaat uit twee halve lijnen met samenvallend beginpunt. Eigenlijk zijn er twee hoeken: de binnenhoek (=de kleinste) en de buitenhoek (de grootste). In het algemeen bedoelt men de kleinste van deze twee wanneer men het in een tekening over een hoek heeft. De hoek verdeelt het vlak in twee delen. Het kleinste deel noemt men het binnengebied van de hoek.

Notatie:

Een hoek kan worden aangeduid met een notatie als 
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Ð

. Hiermee wordt bedoeld: de middelste letter A is het hoekpunt, de eerste en derde letter liggen elk op één been van de hoek.

Indien meerdere hoeken hetzelfde hoekpunt A hebben, is het vaak handig, de hoeken te nummeren (in de tekening), zodat in een bewijs of berekening kort en duidelijk kan worden verwezen naar een hoek met de notatie 
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, waarbij de index verwijst naar het nummer in de betreffende hoek. Dit is vaak duidelijker dan een driepuntsnotatie.
Bissectrice (of: (hoek)deellijn)
Een bissectrice van een hoek is een halve lijn die vertrekt in het hoekpunt en (het binnengebied van) de hoek middeldoor deelt.

De volgende twee stellingen hebben normaliter betrekking op het binnengebied van de hoek.

Stelling 1: alle punten die op de bissectrice van een hoek liggen, hebben gelijke afstand tot de benen van de hoek;

Stelling 2: alle punten die niet op de bissectrice van een hoek liggen, hebben geen gelijke afstand tot de benen van de hoek. 

Toepassing 6

Bewijs stelling B1. Gebruik congruentie.

Toepassing 7

Bewijs stelling B2. Gebruik gelijkvormigheid.

Bissectricepaar
Twee elkaar snijdende lijnen vormen in het snijpunt vier afzonderlijke hoeken.

Er zijn twee lijnen, die samen deze vier hoeken middendoor delen.

(vanwege deze stelling zegt men wel samenvattend: de twee (rode) deellijnen van twee elkaar snijdende (zwarte) lijnen staan loodrecht op elkaar.)
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Toepassing 8

Bewijs deze stelling. 

Er zijn twee stellingen waarin het begrip middenparallel een rol spelen. Het gekke is, dat dit woord binnen de vlakke meetkunde twee betekenissen heeft.

Eerst de officiële (maar minder toepasbaar):

Middenparallel 1 (bij evenwijdige lijnen)
Gegeven twee evenwijdige lijnen k en m.

De middenparallel van evenwijdige lijnen k en m is de lijn evenwijdig aan beide lijnen, die midden tussen deze lijnen loopt.

Dit is vaag. Duidelijk is wellicht: elk punt op de middelparallel van k en m heeft gelijke afstand tot k en m.
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Het bewijs wordt je geschonken. Wel even een situatieschets:

Middenparallel 2 (in een driehoek)

Bij een driehoek heet een lijnstuk dat de middens van twee van de zijden verbindt ‘middenparallel’. Dit lijnstuk heeft twee mooie eigenschappen: Het loopt evenwijdig aan de derde zijde en is half zo lang als deze derde zijde.

In een tekening:
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Gegeven: AD = DC en BE = EC.
Dan geldt: DE // AB  en  
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Toepassing 9
Bewijs deze stelling. Gebruik gelijkvormigheid.

Cirkel

Een cirkel is de verzameling van punten die gelijke afstand r hebben tot een gegeven (middel)punt.

Deze definitie wordt vaak gebruikt wanneer twee punten op een cirkel liggen: dan hebben ze gelijke afstand tot het middelpunt van de cirkel. Een voorbeeld:
Stelling
Bij een gegeven cirkel C (met middelpunt M) en een punt P (dat niet op de cirkel ligt).

Dan is de afstand d(P,C) van P tot de cirkel gelijk aan de lengte van het lijnstuk PQ waarbij Q het snijpunt is van de lijn door P en M.

In onderstaande figuur is 
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Toepassing 10

Bewijs deze stelling.
Parabool

Een parabool is de verzameling van punten die gelijke afstand hebben tot een gegeven (brand)punt en (richt)lijn.
Er is een basisconstructie voor een parabool, waarbij gebruik gemaakt wordt van dymanische software zoals bijvoorbeeld Geocadabra.
In de tekening hieronder is een richtlijn getekend en een brandpunt F.

Kies een (beweegbaar) punt C op de richtlijn. Teken de (rode) lijn loodrecht op de richtlijn door C. Teken ook de blauwe middelloodlijn van CF. De rode en blauwe lijn snijden elkaar in S.
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Zie figuur.

Omdat de driehoeken CKS en FKS congruent zijn (CS=FS, KS=KS, hoeken bij K zijn 90°, ZHZ), geldt: d(S,richtlijn)=SC=SF, dus is S een punt op de parabool.
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Door voor C verschillende punten te nemen op de richtlijn en de bovenstaande hulptekening te maken bij elke afzonderlijke C, krijg je verschillende punten S op de parabool, waarna door die punten  een vloeiende kromme kan worden getekend: de parabool. De computer kan dit automatisch:

Opgaven waarin de parabool wordt toegepast (zie mijn website http://members.casema.nl/alecluse/ 
De sterretjes zijn een indicatie voor de moeilijkheidsgraad.

Parabolen I (*)

Parabolen II (*)

Parabolen III (*)Het derde vierkant

Het derde vierkant

Toepassing 11

Teken zelf enkele parabolen. Begin met een richtlijn en brandpunt en kies (tenminste) 5 punten C op de parabool. Voer voor elk punt P bovenstaande constructie uit (met dunne potloodlijntjes, niet uitgummen!!) en trek door de 5 punten S een vloeiende curve.
Toepassing 12

Maak onderdeel 5 van het eindexamen wiskunde B12 2005-I.
(Zie bijvoorbeeld www.wiskunde-examens.nl)

Driehoek – hoekensom

De som van de hoeken van een driehoek is 180°.

Toepassing 13

Bewijs deze stelling.

Driehoek – buitenhoek
Definitie

Een buitenhoek van een driehoek is een hoek die gevormd wordt wanneer een van de driehoekszijden aan een kant wordt verlengd.

In de figuur hieronder is de zijde AB aan de B-zijde verlengd tot een punt E.


[image: image10.wmf]EBC

Ð

 noemen we een buitenhoek van de driehoek.

[image: image71.png]richtlijn




Een driehoek heeft zes buitenhoeken. Immers kan elk van de drie zijden aan twee kanten worden verlengd. In verband met deze naamgeving worden de hoeken van een driehoek ook wel de binnenhoeken (van deze driehoek) genoemd; handig zodra ook buitenhoeken meedoen.)

Stelling

Een buitenhoek van een driehoek is gelijk aan de som van de twee niet-aanliggende binnenhoeken.
Toepassing 14

Bewijs deze stelling.

Deze stelling kan onverwacht vaak een rol spelen in een groter model.

Congruentie van driehoeken

  HZH     ZHH     ZHZ     ZZZ     ZZR   (let op de hoofdletters!)
Twee driehoeken zijn congruent wanneer ze precies op elkaar passen. Hiervoor kan ook een van bovenstaande vijf criteria gelden.

Hierbij staat Z voor de lengte van een zijde en H voor de grootte van een hoek.

De volgorde van de letters onderling is van belang. ZHZ betekent bijvoorbeeld: de driehoeken hebben twee even lange zijden en de hoek tussen die twee zijden is bij beide driehoeken congruent.

Deze ‘stellingen’ worden niet bewezen maar aannemelijk gemaakt met een passer-en-liniaal-constructie. Bij veel stellingen is een driehoekscongruentie een essentieel onderdeel van de bewijsvoering.
Toepassing 15

In de rij congruentiegevallen staat wel ZZR genoemd, maar niet ZZH. Dit suggereert dat wanneer twee driehoeken twee even lange zijden hebben en ook een gelijke hoek, maar die hoek is niet de hoek tussen deze zijden, dat dan die driehoeken niet congruent hoeven te zijn. 

Maak een tekening waarbij deze situatie zich voor doet.
Er zijn vele opgaven te bedenken waarin congruentie de basis vormt van het bewijs.

Hier volgen er een paar.

Toepassing 16

Van driehoek ABC zijn de zijden AC en BC even lang.

Zie figuur.

[image: image72.png]richtlijn




Te bewijzen: 
[image: image11.wmf]AB

Ð=Ð


En nu het omgekeerde!

Toepassing 17

Van driehoek ABC zijn de hoeken 
[image: image12.wmf]A

Ð

 en 
[image: image13.wmf]B

Ð

 even groot 

Zie figuur.

[image: image73.png]



Te bewijzen: 
[image: image14.wmf]ACBC

=

.

Gelijkvormigheid van driehoeken

  hh     zhz     zzz     zzr   (let op de kleine letters!)

Twee driehoeken zijn gelijkvormig wanneer een van bovenstaande vijf criteria gelden.

Hierbij staat z voor de lengte van een zijde en h voor de grootte van een hoek.

De volgorde van de letters onderling is van belang. zhz betekent bijvoorbeeld: de driehoeken hebben twee even grote zijden-verhoudingen en de hoek tussen die twee zijden is bij beide driehoeken even groot.

Notatie bij twee gelijkvormige driehoeken: 
[image: image15.wmf]ABCPQR

DD

:

; hetzelfde symbool als bij congruentie (
[image: image16.wmf]@

), maar dan zonder ‘=’teken~eronder.

Bij veel stellingen is een driehoeksgelijkvormigheid een essentieel onderdeel van de bewijsvoering.

Toepassing 18  (hh)

In rechthoekige driehoek ABC verdeelt de hoogtelijn naar de schuine zijde de driehoek in twee driehoeken, die gelijkvormig zijn, en gelijkvormig met driehoek ABC zelf.

Bewijs deze gelijkvormigheden.

Toepassing 19  (zhz)

Zie toepassing 9

Toepassing 20  (zzz)

[image: image74.png](aV3)




In de figuur hieronder zijn de lengtes van de lijnstukken gegeven.

Bewijs dat BC bissectrice is van 
[image: image17.wmf]DBA

Ð

.

Bewijs:

AB:BC:AC=9:12:18=3:4:6

BC:BD:CD=12:16:24=3:4:6

Dus  AB:BC:AC= BC:BD:CD
Dus zijn de driehoeken ABC en CBD gelijkvormig, dus zijn overeenkomstige hoeken gelijk

Dus (onder andere): 
[image: image18.wmf]ABCCBD

Ð=Ð

. Q.e.d.
Toepassing 21

In driehoek ABC zijn de lengtes van AC, BC en de hoogtelijn uit C gegeven. 

[image: image75.png]


Te bewijzen: 
[image: image19.wmf]2

AC
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Bewijs:

CD:AC=60:156=5:13

SVP in 
[image: image20.wmf]2222

:6065625,25

BCDBDgeeftBDdusBD

D+===


BD:BC=25:65=5:13

Dus CD:AC= BD:BC 

De driehoeken ADC en CDB hebben beide een hoek van 
[image: image21.wmf]90

°

 

Dus zijn deze driehoeken gelijkvormig (volgens zzr)

Dus (onder andere) 
[image: image22.wmf]2

AC

Ð=Ð

. q.e.d.

Middelloodlijnen driehoek
De drie middelloodlijnen van de drie zijden van een driehoek gaan door één punt.

Gevolg: Dit punt heeft gelijke afstand tot de drie hoekpunten van de driehoek en is daarom het middelpunt van de omgeschreven cirkel van de driehoek.

Toepassing 22

Bewijs deze stelling.

Bissectrices driehoek
De drie bissectrices van de drie hoeken van een driehoek gaan door één punt.

Gevolg: Dit punt heeft gelijke afstand tot de drie zijden van de driehoek en is daarom het middelpunt van de ingeschreven cirkel van de driehoek.

Toepassing 23

Bewijs deze stelling.

Definitie

Een hoogtelijn in een driehoek is een lijnstuk met een hoekpunt als beginpunt; het eindpunt ligt op de overstaande zijde zo dat dit lijnstuk loodrecht op deze zijde staat.

Hoogtelijnen driehoek
De drie hoogtelijnen van een driehoek gaan door één punt, het hoogtepunt van de driehoek.

Toepassing 24

Bewijs deze stelling.

Definitie

Een zwaartelijn in een driehoek is een lijnstuk dat een hoekpunt verbindt met het midden van de overstaande zijde.

Zwaartelijnen driehoek
(1)  De drie zwaartelijnen van een driehoek gaan door één punt, het zwaartepunt van de driehoek.

(2)  Het zwaartepunt verdeelt elke zwaartelijn in de verhouding 1:2.

Toepassing 25
Bewijs stelling (1).

Toepassing 26

Bewijs stelling (2).

Gelijkbenige driehoek

Stelling (1): als een driehoek twee gelijke zijden heeft, dan heeft deze driehoek ook twee gelijke hoeken

Stelling (2): als een driehoek twee gelijke hoeken heeft, dan heeft deze driehoek ook twee gelijke zijden

stelling (1) is al bewezen in toepassing 16.
Toepassing 27
Bewijs stelling (2).

Gelijkzijdige driehoek

Stelling (1): als een driehoek drie gelijke zijden heeft, dan heeft deze driehoek ook drie gelijke hoeken van elk 
[image: image23.wmf]60
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.

Stelling (2): als een driehoek drie gelijke hoeken heeft, dan heeft deze driehoek ook drie gelijke zijden.

Toepassing 28

Bewijs stelling (1).

Toepassing 29

Bewijs stelling (2).

Definitie

Een driehoek is rechthoekig wanneer een van de hoeken gelijk is aan 
[image: image24.wmf]90

°

.

Stelling van Pythagoras  (SVP)
In een rechthoekige driehoek met schuine zijde BC geldt: 
[image: image25.wmf]222

ABACBC
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Toepassing 30

Bewijs deze stelling. 
Gelijkbenige rechthoekige driehoek

Onthoud de verhoudingen in het plaatje linksonder.

Het betreft een half vierkant, waarvan de verhouding van de lengtes van de zijden vastligt. Met de SVP kan eenvoudig worden ingezien dat 

  als AB=AC=a, dan is BC2=2a2, dus BC = a√2.
Halve gelijkzijdige driehoek
[image: image76.png]


Onthoud de verhoudingen in het plaatje rechtsonder.

Het betreft een 
[image: image26.wmf]306090
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 driehoek.
Toepassing 31

Beredeneer de verhouding van de zijden in de rechter tekening. 

Hoekensom vierhoek

De som van de hoeken van een vierhoek is 
[image: image27.wmf]360

°

.

Dit is eenvoudig in te zien door een diagonaal te trekken. Dan zijn de hoeken van de vierhoek samen gelijk aan de som van de hoeken in de twee driehoeken, die per driehoek 
[image: image28.wmf]180

°

 is.
Equivalentie  (stukje logica)

Twee beweringen A en B zijn equivalent als geldt:

  
[image: image29.wmf]ABénBA
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Dus: 

  als A geldt, geldt ook B

    én

  als B geldt, geldt ook A
We noteren de equivalentie van twee beweringen als: 
[image: image30.wmf]AB

Û


Om aan te tonen dat twee beweringen equivalent zijn, moeten dus twee implicaties worden aangetoond.
Voorbeeld 1: equivalentie

De bewering “2x=6” is equivalent met “x=3”.

Voorbeeld 2: geen equivalentie

De bewering “x2 =9” is niet equivalent met “x=3”.

Wel geldt: 
[image: image31.wmf]22
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Maar het omgekeerde geldt niet: x2 =9 heeft niet alleen x=3 als uitkomst!

Parallellogram
Een parallellogram is een vierhoek ABCD waarvoor de volgende uitspraken equivalent zijn:

1
overstaande zijden zijn evenwijdig: AB // CD  en  AD // BC
2
overstaande zijden zijn even lang: AB = CD  en  AD = BC
3
Een paar overstaande zijden zijn evenwijdig en even lang: 


AB // CD  en  AB = CD  
4 de diagonalen delen elkaar middendoor. 


Stel snijpunt diagonalen is S, dan: AS = CS en BS = DS.

Toepassing 32
Om deze equivalenties te bewijzen is het voldoende om aan te tonen:
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Bewijs deze zes implicaties.

Ruit
Een ruit is een vierhoek ABCD waarvoor de volgende uitspraken equivalent zijn:

1
het is een parallellogram met vier gelijke zijden
2
het is een parallellogram waarvan een diagonaal een hoek 


middendoor deelt

3 het is een parallellogram waarin de diagonalen elkaar loodrecht snijden
Toepassing 33
Om deze equivalenties te bewijzen is het voldoende om aan te tonen:
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Bewijs deze vier implicaties.

Rechthoek
Een rechthoek is een vierhoek ABCD waarvoor de volgende uitspraken equivalent zijn:

1
het is een vierhoek met vier rechte hoeken
2
het is een parallellogram met een rechte hoek

3
het is een parallellogram met gelijke diagonalen
Toepassing 34
Om deze equivalenties te bewijzen is het voldoende om aan te tonen:
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Bewijs deze vier implicaties.

Vierkant
Een vierkant is een rechthoek en een ruit.

Oefenopgaven
Opgaven waarin de tot nu toe behandelde eigenschappen worden toegepast (website http://members.casema.nl/alecluse/ ) 
De sterretjes zijn een indicatie voor de moeilijkheidsgraad.
Deellijnenrechthoek (*)

Hoek binnen driehoek (*)

Hoek tussen deellijnen (*)

Een stangenconstructie (*)

Hoeken zoeken

Hoeken zoeken

Hoeken zoeken

Hoeken zoeken

Hoeken zoeken
 (**)

Gelijke lijnstukken (**)

Rakende cirkel (**)

Hele en halve vierkanten (**)

Een fraaie verhouding (**)

Congruent (*)

Middens van zijden en diagonalen (*)

Middens van zijden (*)

Driehoek in tweeën (**)

Diagonaal in drieën (**)

Deellijnen in een parallellogram (****)

buitendeellijnen bij een parallellogram (****)

Cirkeleigenschappen
Koorde

Een koorde in een cirkel is een lijnstuk waarvan de uiteinden op een cirkel liggen.
[image: image77.png]



Boog en koorde

Bij gelijke bogen horen gelijke koorden.
In een tekening:

CD en EF zijn bogen (= cirkeldelen). De grootte van een boog is een hoek, die je normaliter met een gradenboog of kompasroos meet. Je meet dan eigenlijk bij boog CD de hoek 
[image: image35.wmf]CMD

Ð

.

We spreken daarom af dat we met een boog (=cirkeldeel) CD de erbij behorende middelpuntshoek  
[image: image36.wmf]CMD

Ð

 bedoelen.

In de tekening geldt dus: 
[image: image37.wmf]CMDEMF

Ð=Ð

.

Maar dan zijn de driehoeken CMD en EMF congruent (ZHZ), want beide driehoeken hebben twee zijden die gelijk is aan de straal (cirkel). Dus zijn ook de lijnstukken CD en EF even lang. En daarom geldt ‘Bij gelijke bogen horen gelijke koorden’.

Loodlijn op koorde
Gegeven een cirkel met middelpunt M, met koorde AB.
C ligt op AB zo dat 
[image: image38.wmf]MCAB

^

.
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Dan is C het midden van AB.
Toepassing 35
Bewijs dit.
Middellijn
Een middellijn (eigenlijk: middellijnstuk) is een koorde waarop het middelpunt van de cirkel ligt.
Stelling van Thales

In een driehoek ABC is 
[image: image39.wmf]90
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.

Dan ligt C op de cirkel waarvan AB middellijn is. 

Toepassing 36
Bewijs dit.

Omgekeerde stelling van Thales

In een cirkel is AB een middellijn(stuk).

Voor elk punt C op de cirkel (
[image: image40.wmf],

CACB

¹¹

) geldt: 
[image: image41.wmf]90
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Toepassing 37
Bewijs dit.

Middelpuntshoek
Een middelpuntshoek in een cirkel  is een hoek met eindpunten op de cirkel en het middelpunt van de cirkel als hoekpunt.

Omtrekshoek
Een omtrekshoek in een cirkel  is een hoek met eindpunten op de cirkel en een derde punt op de cirkel als hoekpunt.

Constante hoek
[image: image79.png]


In de situatie waarin van een cirkel een vaste boog BC is getekend geldt: vanuit elk cirkelpunt A dat niet op de vaste boog BC ligt kan een omtrekshoek BAC worden getekend. De grootte van deze hoek verandert niet wanneer punt A wordt verplaatst.

In de tekening hiernaast geldt:


[image: image42.wmf]12
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Om deze eigenschap te bewijzen wordt het middelpunt van de cirkel erbij betrokken.

Hoofdstelling van de omtrekshoek
Bij elke omtrekshoek hoort een middelpuntshoek, staande op dezelfde boog.
De middelpuntshoek is twee keer zo groot als de omtrekshoek.

We gaan deze stelling nu bewijzen, waarbij we drie afzonderlijke situaties onderzoeken. We spreken hier van gevalsonderscheiding.

[image: image80.png]



Situatie 1: één been van de omtrekshoek is middellijn

Gegeven cirkel met middelpunt M en omtrekshoek 
[image: image43.wmf]BAC

Ð

, waarbij M op een van de benen van deze omtrekshoek ligt.

Zie figuur.

Te bewijzen: 
[image: image44.wmf]1

2
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Toepassing 38
Bewijs dit.

[image: image81.png]18
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Situatie 2: middelpunt van cirkel ligt binnen de omtrekshoek.

Gegeven cirkel met middelpunt M en omtrekshoek 
[image: image45.wmf]BAC

Ð

, waarbij M binnen deze omtrekshoek valt.

Zie figuur.

Te bewijzen: 
[image: image46.wmf]1

2
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Toepassing 39
Bewijs dit.

[image: image82.png]


Situatie 3: middelpunt van cirkel ligt buiten de omtrekshoek.

Gegeven cirkel met middelpunt M en omtrekshoek 
[image: image47.wmf]BAC

Ð

, waarbij M buiten deze omtrekshoek valt.

Zie figuur.

Te bewijzen: 
[image: image48.wmf]1
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Toepassing 40
Bewijs dit.

Merk op dat de stelling van Thales een bijzonder geval is van de Hoofdstelling van de omtrekshoek.

[image: image83.png]


Gegeven zijn de cirkel met middelpunt M, middellijn AB en punt C op de cirkel.
Beschouw de boog AB waar C niet op ligt.


[image: image49.wmf]180

AMB

Ð=°

 is de middelpuntshoek op deze boog, en 
[image: image50.wmf]90

ACB
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 is de omtrekshoek op deze boog.
Inderdaad: 
[image: image51.wmf]2

AMBACB

Ð=×Ð

.
Raaklijn
[image: image84.png]


Een raaklijn aan een cirkel is een lijn die met de cirkel precies één punt gemeenschappelijk heeft.

In de tekening liggen B en C op een raaklijn, die de gegeven cirkel raakt in punt A. Omdat lijn MA symmetrie-as is van de tekening, zijn 
[image: image52.wmf]MAB

Ð

 en 
[image: image53.wmf]MAC

Ð

 even groot. Omdat ze samen een gestrekte hoek vormen, zijn ze elk 
[image: image54.wmf]90

°

.

Hieruit volgt:

Wanneer een lijn een cirkel raakt dan staat de straal naar het raakpunt loodrecht op de raaklijn.

[image: image85.png]


Raaklijn en koorde
Gegeven een cirkel met koorde AB (met bijbehorende boog AB) en derde punt C.

Op de raaklijn die cirkel in A raakt, ligt (aan de kant van de koorde) punt D.

[image: image55.wmf]DAB

Ð

 noemen we de “hoek tussen raaklijn en koorde AB”.


[image: image56.wmf]ACB

Ð

 is een omtrekshoek op deze koorde (of boog) AB.

Er geldt: 
[image: image57.wmf]DAB

Ð

=
[image: image58.wmf]ACB
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.
Toepassing 41
Bewijs dit.

Koordenvierhoek
Een koordenvierhoek is een vierhoek waarvan de vier hoekpunten op een cirkel liggen.

De volgende equivalentie geldt voor elke vierhoek:


De vierhoek is een koordenvierhoek



 
[image: image59.wmf]Û



De overstaande hoeken van de vierhoek zijn samen 
[image: image60.wmf]180

°

.

Toepassing 42
Bewijs de implicatie 
[image: image61.wmf]Þ

.
Toepassing 43
Bewijs de implicatie 
[image: image62.wmf]Ü

.
Oefenopgaven

Opgaven waarin de cirkeleigenschappen worden toegepast (zie mijn website http://members.casema.nl/alecluse/ 
De sterretjes zijn een indicatie voor de moeilijkheidsgraad.
Twee raaklijnen (*)
Koorde en middellijn (*)

Gelijkbenigheid (*)

Gelijkzijdig (*)

In een Koordenvierhoek (*)

Een koordenvierhoek en deellijnen (*)
In een Koordenvierhoek II (*)
Vanuit een Koordenvierhoek II  (**)

Tweemaal collineair (**)

Een koordenvierhoek (**)

Koordenvierhoek in koordenvierhoek (**)

Een onverwachte gelijkbenige driehoek III (**)

Gelijke koorden (**)

Het derde vierkant

Het derde vierkant
 (**)

Ingeschreven en aangeschreven (**)

Een koordenvierhoek vanuit de buitenbissectrices van een vierhoek (**)

Een verrassende gelijkbenige driehoek 1 (***)
Onverwacht raken (***)

Een onverwachte raaklijn I (***)

Een onverwachte raaklijn II (***)
Door één punt 1 (***)

Merkwaardig product 1 (***)

loodlijnen en een vierkant (***)

Merkwaardig product 2 (***)

Dubbele raaklijn (***)

de rechte van Euler (***)

Onverwacht gelijke lijnstukken 3 (***)
Onverwacht gelijke lijnstukken 4 (***)

Gelijke cirkels (***)

Middellijnen van cirkels (***)
Een onverwacht gemiddelde (****)

Een onverwachte gelijkbenige driehoek 2 (***)
Twee koordenvierhoeken (****)

Van koordenvierhoek naar raaklijnenvierhoek (****)

Examenopgaven waarin de cirkeleigenschappen worden toegepast:
(uitwerkingen staan op http://www.wiskunde-examens.nl)

Snijden met een hoogtelijn 2010-II 

Zoek de geodriehoek 2010-II

Een geodriehoek 2010-I

Aan een cirkel rakende rechthoeken 2010-I

Met constante hoek 2010-1 B12
De opgaven uit eindexamens vòòr 2010 komen uit het eindexamen B12

Gelijkzijdige driehoeken 2009-II
Een koordenvierhoek? 2009-I 
Driehoek en cirkel 2008-II
Een parabool vouwen 2008-I

Twee gelijkzijdige driehoeken 2008-I 

Cirkel en lijn 2007-II
Koordenvierhoeken 2007-II

Spiegeltjes op een cirkel 2007-I

Op één lijn 2006-II

Punten buiten een cirkel 2006-II

Vijf punten op een cirkel 2005-II
Betwist gebied 2005-I
Het bissectricepunt 2004-II
Cirkel met lijnen 2004-I

Lijn door het snijpunt van twee cirkels 2003-II

Conflict tussen twee punten en een lijn 2003-I

Constante booglengte 2003-I

Aangeschreven cirkels 2002-II

Op één lijn 2002-I

Koordentrapezium 2001-II
Bewegende, gelijkbenige, rechthoekige driehoek 2001-I
VWO wiskunde B Meetkunde overzicht theorie
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